UNA APPROSSIMAZIONE DELLA VARIABILE CASUALE G DI GINI

{(An Approximation of Gini's Random Variable)

GIORGIO VITTADINI

Estratto da "Rivista Internazionale di Scienze Economiche ¢ Commerciali”
anno XXXVIII Gennaio 1991 N. 1



Rivista Internazionale di Scienze Economiche e Commerciali
Volume 38 (1991), N. 1, 81.94

UNA APPROSSIMAZIONE
DELLA VARIABILE CASUALE G DI GINI

di
G10RGIO VITTADINI *

1, Siano (X,, Y)), ..., (X, Y,) » v.c. (vacisbile casuale) bidimensionali -
indipendenti ¢ identicamente distribuite generate dalle coppie (xy, 3,), ...,
(x, y,) ottenute con » prove nella v.c. continua (X, Y) con funzione di
distribuzione ¢ (x, y). Per verificare se fra le marginali di (X, Y) esiste
« associazione %, Gini (1914) ha proposto un indice che appartiene alla
famiglia delle misure di associazione di cui fanno parte, fra le -altre, il
coefficiente di correlazione di Kendall (1938) ed il coefficiente di correlazio- .
ne fra ranghi di Spearman (1904). L’indice di Gini, chiamato « coéfficiente
di cograduazione », & cosf definito:

&= W/D) X I = r* = Ira = (1)

dove, nell'ipotesi che fra gli  valori x; ¢ gli # valori.y, non esistano ripetizio-
ni, r,; e r,; sono i ranghi attribuiti ai valori medesimi, r,,* = [(n + 1) —r,],
(i =.1, ..., n), mentre: ‘

D = n¥/2, se n & pari, :
. (2)
D = (n® - 1)/2, se n & dispari
La v.c. G, generata da g o variare della serie di prove in (X, Y),
assume valori dell'intervallo [~ 1,1], e, in particolare i valori:

-1 seesoloser’i=(n+l)—r,;.

* Unith predipartimentale Statistico-mstematics, Facoltd di Economis ¢ Commercio, Univer-
sith di Beescia. ' ,
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+ 1 sc ¢ solo se r,; = r,;

G=1,..,n).

Cid premesso sia (X}, ¥,), ...{ (X, Y,)) un ordinamento della 5-upla
(X, YY), . (X, Y,) tale che X' . < )(,’,, dove (f,, .. j,) & una delle n!
possibili pcrmuuznom degli interi |, ..., .

"Nei riguardi della famiglia di misure di cui si & detto vale la seguente
assunzione: « in assenza di qualsiaiu tipo di associazione fra X ed Y le n!
possibili permutazioni dei valost Y| ..., Y, sono fra loro alla pari; in alui
termini, le »! possibili s-uple formate da y,, ..., y, che pud assumere la v.c.
(X', Y) hanno ciascuna associata bilitd 1/n! »

Va comunque osservato che, stante un teorema dovuto a W. Hoeff-
ding (1948), se #n = 5 la suddetta assunzione equivale a ritenere le due
componenti di (X’, Y) fra loro indipendenti in un senso stocastico, ovvero
tali che per la funzione di distribuzione della v.c. (X’, Y) vale la relazione
¢'(x’, y) = ¢, (x) ¢, (7), essendo ¢, (x’) ¢ ¢, () le funzioni di distribuzio-
ne delle marginali di (X', Y).

Ne segue che se n = Snducconccmdxcassenzadxassocuznom»c
di « indipendenza stocastica » si identificano e, cosi stando le cose, nel
seguito si fard sempre riferimento a questo secondo concetto.

Alla v.c. di Gini hanno rivolto la loro attenzione Savorgnan (1915),
Amato (1954), Salvemini (1951), Cucconi (1964), Rizzi (1971), Herzel
(1972), Cifarelli ¢ Regazzini (1977), Landenna e Scagni (1989).

In particolare, nel caso di indipendenza, Amato ha costruito per
n = 2,3, .., 7 la distribuzione della v.c. G mostrando che la medesima &
simmetrica rispetto allo zero e quindi che ha tutti i momenti di ordine
dispari nulli: E(G*+Y) =0,(k=0,1, ..).

Inoltre, Amato e Cucconi, mdlpcndcntementc uno dall’altro, hanno
provato che:

[B(n 1)][”'1] per n pari n > 4;
2 ][1+ -l}pern dispari n > 5

E(G)=Var (G) = (3)

[J(n—l)

- mettendo in evidenza che detta varianza & funzione esclusivamente della
numerositd campionaria. Herzel, invece, ha provato che:
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4 (35n - 111n® 4 1530° —
105»7 (n—l)(n— )

= 366n + 304w — 456n? — 912n + 1248); |

E(GY = | )
4 -

3547 — T6n® + 1820

105 (n+l)’n(n—l)‘( 5 %" " "

i 3552 34202 - 420m - 315).

e, quindi, che anche il momento quarto & funzione solo di ».

Amato, Cucconi, Salvemini e Herzel, inoltre, hanno osservato come, al
divergere di », la v.c. standardizzata G = G/[Var (G)]¥? converge in distri-
buzione alls v.c. Normale N (0, 1), mentre Cifarelli ¢ Regazzini ne hanno
fornito la dimostrazione rigorosa. Landenna e Scagni hanno identificato una
v.c. continua G, simmetrica tispetto allo zero, la cui varianza coincide con
quella della v.c. G, mentre il quarto momento E (G*) approssima rapidamen-
te E (G*) al divergere di ». In particolare, con una semplice trasformazione,
la v.c. G si riduce ad.una v.c. di Student rendendo assai agevole la verifica
della ipotesi di indipendenzs fra le eomponenti di (X', Y).

Cid premesso, nella presente nota viene innanzitutto mostrato che la
v.c. G di Gini assume determinazioni e probabilitd legate direttamente alla
numerositd campionaria #. Si propone inoltre una v.c. G * che, rispetto a
quella di Landenna e Scagni, ha il pregio di essere di tipo discreto, in
conformitd con la natura della v.c. in questione; inoltre assume le stesse
determinazioni della v.c. G, ha tutti i momenti dispari nulli e il secondo e
quarto uguali a quelli dells v.c. G, ¢ il suo comportamento la approssima
pressoché petfettamente.

2. Costruite le distribuzioni delle v.c. G per numerositd # da 5 a 12
(Tab. I, prime due colonne), & emerso che, dopo alcune semplici riduzioni,
le determinazioni di cisscuna delle v.c. medesime risultano legate alla nume-
rosith campionaria nel modo seguente: se # & pari, si identificano in frazioni
il cui denominatore & w = #?/4, mentre i numeratori sono gli inteti ¢ da
—w = —(n?/4) a w = (#*/4) con in pit lo 0; conseguentemente il numero
delle determinazioni & [2 (#*/4) + 1].

Cosi, ad esempio, per # = 6 la successione delle detcrmmazlom che
pud assumere la vc. G &
. (),
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TABELLA 1
n=5 nz6
§i | b pi Si 8 Pi P Si
0.000000 § 0.160000 1 0.130084 [  0.011015 0.000000 {0.088008 | 0.080634 0010746
0190605 ] 0.133333 J o134 0.001061 0111111 | 0.122222 ] 0.100475 0.021746
0.5333% J0.108333 { 011531 |- 0.007058 0.222222 § 0.083333 | 0.00507% 0012643
0500000 | 0.086606 | 0.008337 | -  0.02267 05333 | 0.00000e | 0.084872 0.004215
0.000008 | 0.078000 | 0.058008 0.01680¢ 0.444e4 | 0081111 | 0.067260 0.006158
0.0353%9 | 0.03333 | 0.030027 0003206 | | 0565585 | 0.080000 | 0.046025 0.000074
1.000000 | 0.008338 J0.011782 |- 0.000448 0.088666 | 0.027777 | 0.02002¢ 0.000248
: o777 | 0.018277 [ 0.01370 0.001307
0.000008 | 0.008555 | 0.008068 0.000113
1.000000 | 0.001388 § 0.001825 0.000436
n=? nz8
8 pPi | b 5 8 bi Pi s
0.000000 § 0.086507 | 0.005700 0.000804 | { 0.000000 J0.072172 fo.072115 5.08E-005
0.003333 | 0.008005 | 0.085117 0.002077 | | 0082500 J 0.0%21¢ | 0.0me4s 0.007567
a.108666 ] 0000753 [ 008170 |- 0.c01008 ][ 0.125000 | 0.084087 | 0.080850 0.005462
0.250000 | 0078783 [oo7sos7 |  0.000738 || 0187500 J 0087806 | 0.088558 0002347
0.333339 | 0.08328 | 0.085072 0.001778 ] ] 0.250000 | 0.087061 | 0.050641 0.001680
0416886 § 0.050709 | 00s2e4s |-  0.001082 §| 0.312500 | 0050783 | o.052048 0001252
0.500000 | 0.008515 f0.080277 |-  0.0007%61 |} 0.375000 1 0.03384 | 0.043300 0000915
0583333 | 0.027300 § 0.028701 0000679 | | 0.437500 | 0.0337% - J 0.084136 0.000404
0086008 | 0010650 § 0016344 | . 0.002305 |} 0.500000 | 0.025000 - | 0.025342 0.000342
0.750000 ] 0.010714 | 0.008002 000812 | | 0562900 0018047 Jo.0v7610 0.001437
083335 | 0.004365 | 0.004262 0.000102 | | 0.625000 [0.012508 ] 0.011384 0.001214
0016686 | 0001190 J0.001773 | - 0.000563 || 0.607500 | 0.007738 [ 0.008804 0.000833
1.000000 § 0.000196 | 0.000633 0.000435 }] 0.750000 f 0.000043 | 0.000737 0.000205
: 0812500 | 0.001738 | 0.001875 0.000138
0.075000 | 0.000505 . | 0.000853 0.000258
0697500 | 0.000148 | 0.000250 0.000202
1000000 | 240E-006 ] 0.000129 0.000104
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, TABELLA I
n=9 n=10
[ ) Y :

& pi pi 5 8i P pi L
0.000000 | 0.084710 | 0.082¢58 0.002081 0000000 f 0.084190 Joosemz |- 0000123
0.050000 | 0083425 | 0.081000 0001425 0.0¢0000 § 0.0ss080 | 0.083781 0.002%07
0.100000 [ 0081207 | 0.080388 0000678 0.000000 f 0.052200 Joo0s2008 |- 0.000M7
0.130000 | 0.058525 | 0.057618 0.001000 0.120000 ] 0082277 | 0.0807%0 0.001548
0.200000 | 0.053408 | 0089743 0.0003%4 0.100000 | 0047150 Jo0ee138 |- 0000077
0.250000 § 0.047630 | 0.040620 0.001190 0.200000 | 0.048197 ] 0.0se081 0.000348
0.300000 | 0041512 | 0.043041 0.00152¢ 0260000 | 0.0%537 |oosess |- 0001417
0.350000 [ 0008471 | 0.008700 00012 0.200000 | 0006100 fo.0%8578 . 0000467
0.400000 | 0.020582 | 0.080100 0.000508 0.20000 | 0.000740 fo0s10e8 |- 0001145
0480000 | 0.02337 |o.020e 0.000485 0300000 [oozests Joozrore - 0.000481
0500000 | 0.019100 * Jo.018010 0.000149 0400000 J 0021711 Joo22288 |- 0000644
0550000 | 0013348 ] 0.012001 0000387 | o000 Joorrres Joovreoe |- ooo0re
0.000000 | 0.000351 | 0.008910 0.000640 0.400000 | 0013721 Jo.o13m0 0.000171
050000 | 0.008481 | 0.008781 0.000689 0520000 [ 0010748 | 0.010415 0.000331-
0.700000 } 0.00¢100  Jo.000888 0.000549 0.560000 [ 0.007978 | 0.007530 0.000447
0.750000 { 0.002215 | 0.002084: 0.000181 0.600000 | 0.00s010 ] 0.008241 0000877
0.000000 | 0.001028 ] 0.001113 8.006-005 0640000 | 0.000941 | 0.003504 0000437
0850000 | 0.00037¢ | 0.000880 0.000189 0.600000 | 0.002505 | 0.002248 0.000259
0900000 | 0.000107 | 0.000208 0.000158 0.720000 | 0.001430 Joooarr |  e21E-008
0.950000 | 2.206.008 ] 0.000118 9.456.005 0.790000 | 0000745 [o0o0e0s . e07E-008
1.000000 | 2.75E006 | 4.72€-008 ase005 | |oeooooo Joonoxss Jooooaso |- 0000114

0.040000 0000191  foo0028 - 0000108
0.000000 | 4. 206005 foooo120 |- 7.74E008
0920000 [ 1126008 |574E-008 |- 481E008
0960000 | 2206006 | 250€-008 |- 237€008
1000000 | 2.75€-007 | 1.10€-005 1.07E-008

dove, per l'appunto, ciascuna frazione ha al denominatore il valore
9 = 62/4, mentre i numeratori sono rappresentati dagli interi da

il numero delle determinazioni medesime.
Nel caso n dispari vale ancora quanto sopra salvo la sostituzione di

w = n?/4 con w.= (¥ —1)/d.

= —(6%/4) 29 = (6*/4) con in piti lo 0, essendo 19 = (2'(6%/4) + 1]
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TABELLA |
n=1 \ ' n=12
8 | P Pi 3 8i Pi pi S;

0.000000 [ 0.048362 - | 0.048000 0.000281 0000000 Jo042660 |o.0e2Te2 0.000112
000333 0048342 | 0.047557 0.000785 0027777 | 0043170 | 0.042332 0.000837
0086686 | 0.047165 | 0.048607 0000558 = | }0085555 ] 0.041729. | 0.041584 0.000148
0.100000 | 0.045731 ] 0.045201 0.000528 0.003333 | 0.041290 | 0.04052¢ 0.000777
013533 | 0.043535 | 0043328 0.000207 ot foosen 00137 3.30€-006
0.166006 | 0.041023 | 0.040008 247E005 0.120008 | 0.037646 - ] 0.007437 0.000408
0.200000 | 0.037800 | 0.038240 0.000438 0.166666 | 0035106 | 0.036439 0.000334
0270339 | 0004654 | 0.036128 0.000481 0.19¢444 J 0033136 | 000017 3.78€-006
0.268686 | 0.031044 ] 0.031744 * 0.000700 0.222222 f o018 | 0.030681 0.000563
0300000 | 0027512 | 0.028170 0.000658 0.250000 | 0.027702. | 0.020014 0.000312
033333 | 0023918 . ] 0.024528 0.000607 0277777 | 0.024821 | 0.02524 0.000613
02688 J 0020477 0020822 |- 0000448 0305555 | 0.022030 | 0.022404 0.000364
0.400000 | 0.017200 | 0.017468 © 0.000268 033333 joo19n19 ] 0019502 0.000472
042335 10014160 | 0.01425¢ 0246005 | 10381111 | 0.016660 {0.016060 0.000200
04ss008 f0.011419 | 0.011351 6756005 | 0.3ss0e8 |0.014075 §0014268 0.000193
0500000 | 0.000019 | 0.008815 0.000203 0416666 | 0011060 ] 0.011085 4.36E-006
053330 ] 0.008343 | 0.008668 0.00027% 0444444 | 0000717 ] 0.000606 .06E-005
0586668 | 0.005218 | 0.004903 0.000314 0472222 | 0007095 - | 0.007757 0.000137
0800000 | 0.005788 | 0.003500 0.000205 0.500000 | 0.006238 ] 0,006000 0.000146
0633938 | 0.002ess . | 0.002428 " 0.000230 0.527777 1 0.004878 . | 0.004683 0.000186
0685008 [0.001783 | 0.001630 0000152 | ] 0555555 | 0.003716 ] 0.003524 0.000182
0.700000 J 0.001126 | 0.001088 ss0e00s | foseasss Jooserer - {0.0025 0.000163
0.7333% | 0000658 ] 0.000665 727008 | lo611111 Jooo2025 | o0.001065 0.000160
0.76688 | 0.0003¢7 | 0.000403 s50E-006 | ]063eses | 0001427 |o0.001300 0.000117
0.000000 | 6.000162 | 0.000238 746006 | | 0.686666 | 0.000958 | 0.000807 6.15E-005
0.533389 | 6.626-005 | 0.000132 667005 | |0604ads | 0000610 | o0.000500 1.18E-005
0.066668 | 2206005 | 7.20E-005 490E008 | ]0.722222 | 0.000364 ] 0.000300 255€-00
0.900000 | 6.56E006 | 3.74E-005 2.00€006 | ]0.750000 | 0.000201 | 0.000248 4.50E-005
0933333 | 1.506-006 | 1.07€-005 1.me005 | | 0777777 | 0.000102 | 0.00015¢ 4'96E-005
0.966686 | 250E-007 | 0.94E-006 869€008 | ]0.005555 | 4706005 | 9.08€-005 437E-005
1.000000 | 250E-008 | 4.09€-006 4.06E-006 0.833333 | 1.94€.005 | 5.27€-005 3.33E-005
. 0861111 | 707€-006 | 2.97€-005 2.26E-005

0.868888 | 2236008 | 1.62€-008 1.40E 008

0916668 | 5.97€-007 | 0.50€-008 7.99€-006

0.944444 | 1.20E-007 | 4.40E-008 4.27€-006

0972222 | 200-008 | 2.10€-006 2.16E-006

1.000000 § 2006000 { 1.04E-006 1.04E-006
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Cosf, ad esempio, nel caso n = 7 la successione delle determinazioni
che pud assumere la ve. G &

12 1 1| 1 11 12

T2 T 12 2

dove ciascuna frazione ha al denominatore il valore 12 = [(7?— 1)/4] men-
tre i numeratori sono rappresentati dagli interi da — 12 a + 12 con in piti lo
zero, essendo 25 = {[2 (72— 1)/4] + 1} il numero delle determinazioni me-
desime.

3. Interessa ora individuare la v.c. G * con le caratteristiche di cui si &
detto. ‘

Tale ricerca, tenuto conto della natura simmetrica defla v . G di- Gini,
equivale ad identificare per ogm n le probabilita p;* = P(G * = g *) sotto
le condizioni che:

Ve +2Ept=m2En=1,
i) 2 E (ifwpp* =2 5:' (i/w) p, = Var (G),
i) 2 ): (fw)p* =2 Z (t/w)‘p, = E(GY,

dove i paramctrl a, b, c, d si ricavano col metodo dei momenti nsolvcndo il

(ifw), (=0, 1, .., w).
Cid ptemesso sl supponga che le probablhti p;* siano interpretate dalla
seguente funzione esponenziale:

o= & +blifw) +ctifwP + dtijwP . (5)

dove i parametri g, b, ¢, d si ricavano col metodo dei momenti risolvendo il
seguente sistema non lineare nei parametri: : :

zél (i/w? p; = 2'_21 (ifwy p;*

2z (i/w)p; = 2_5 (ifw) p;*
i=1 i=1 (6)

po+ 2 E Wi/w + 11p, = & + 2 E [ifwh + 11p,*

po+ 2 E [ + 11p, = & + 2 £ [i/w)* + 11"

essendo:
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2 gl (i/wp? p; = Var (G),
2 El /wy p, = E(GY),

po+ 2 I [GfwP + 11p = (Po + 2,§,p.) +

+2 % (fwfp,= 1+ Var(G)

" g+ 2 E LG + 115 = ("°+ 2"%'"’) *

+2 X G/w'p,=1+EGY

cosicché nell'ordine risultano rispettati i vincoli ii), i) ed #). In particolare,
stante il secondo membro della (5),sihap,* > 0, (i =0, 1, .., w); inoltre,
le equazioni del sistema (6) assicurano che la somma delle probabilic relati-
ve a tutte le determinazioni & uguale all'uniw, cioé:

2 Ipr=E42 T e+ bl + Gl +dufuP = |
=1 i=1l

Merita ancora di osservare che i primi membri del sistema (6) sono
tutti esprimibili in funzione della numerositd campionaria come emerge,
d'alira parte, dalla (3) ¢ dalla (4).

Ovviamente il sistema (6) pud essere risolto solo ricorrendo a qualche
metodo di ottimizzazione numerica quale, ad esempio, quello di Gauss-
Newton. , \

 Ricorrendo, per 'appunto, a tale metodo si sono ottenuti i valori dei
parametri 4, b, ¢, d della funzione (5) per numerositd campionarje 7 da 5 a
12 riportati nelle prime otto righe della Tabella II. Tramite tali valori si
sono poi costruite le distribuzioni delle v.c. G * approssimanti le corrispon-
denti v.c. G di Ginis ‘

1l grado di approssimazione di G * a ‘G & stato misurato tramite la
somma dei quadrati degli scarti tra valori osservati ¢ valori attesi (Efron,
1978): .

P= _;f;o i ~ pi*P? @)

¢ tramite il seguente indice (Frosini, 1987):



dove p = [1/(w + 1)] ‘gop,.
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|

¥ Y
150 (P' P)

3 — p.*)2
iEO(pi 'pl )

89

(8)

In particolare, dalla stessa Tabella II (ultime due colonne) emerge che
2 & sempre pressoché nullo e 2 assume sempre valori elevatissimi e, comun-
que, mai inferiori a 0.98.
Nella Tabella I (terza e quarta colonna), sempre per 7 compreso fra 5 e
12, sono proposti anche i valori delle probabilita p,* calcolate in base alla

(5) e degli scarti 5; = (p;

— P;*), scarti che, come si osserva, sono pressoché

trascurabili.
TABELLA Il

a b ¢ d & P
s f1om% 0200034 ] -043205 [ -1.810741 1.49E-015 0984
s 22084 024372 1nee3  |-a0nsss - | 456016 0981
7 |-245008 007300 |-1.545587 | -3432281 3.20€-015 0908
s [-262040 0.048337 219011 416067 | 12TE 015 0999
o [-277008 0.0N341 2570616 4547327 5.206015 0998
10 |20 o 3100054 | 520042 JONEOE 0907
11 [ -3.00407 020205 ]3sezzs  |-ssnsse  JINEDN 0906
1 jase 0258832 | 4t9m2 6164027 | 4556015 0.998
20 [ 450586 0973122 0651973 -1.783312 1.75E-014 0909
F-1 4.81916 -1.124245 -1.04880 -2.220166 1.20E-015 0.999
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4. I risultati conseguiti inducono a ritenere che, qualunque sia #, trami-
te la soluzione del sistema (6), la funzione (5) possa consentire di pervenire,
alla v.c. G * la cui distribuzione & un'ottima approssimazione della v.c. G di
Gini.

Poiché la costruzione della v.c. di Gini per numerosita » > 12 si
presenta laboriosissima anche col ricorso ad un elaboratore, si pud ricordare
che, sulla base dei risultati conseguiti da Cifarelli e Regazzini, per n = 20
la distribuzione della v.c. medesima, debitamente standardizzata, puo ritener-
si Normale. Approfittando di tale fatto, pertanto, si sono costruite le distri-
buzioni della v.c. G di Gini e delle v.c. G * approssimanti la stessa nei casi’

TABELLA ITI
n=20

&i pi P: S$; 8 Pi Di S;

0.00000 |0010165- | 0.011044 | 0.000879 025000 | 0008365 |0000083 | -0.000262
001000 {0010165 |0.010938 | 0.000771 0.26000 [0.008231 | 0.0079050 | 0.000280
002000 10010158 | 0.010828 | 0.000669 0.27000 {0008083 | 0007817 | -0.000278
0.03000 | 0010145 10.010719 | 0.000574 0.28000 |0.007962 |0.007682 | -0.000270
1004000 |0.010125 | 0010610 | 0.000484 0.20000 |0.007809 | 0.007548 [ -0.000262
005000 } 0010099 |0.010500 | 0.000400 0.30000 10.007663 | 0.007410 | 0.0002%3
0.06000 |0.010066 | 0.010389 { 0.000322 031000 0007515 | 0.007272 | -0.0002¢2
007000 {0010027 |0.010278 | 0.000250 0.32000 |0.007368 | 0.007134 [ -0.000231
0.08000 |0.009981 | 0.010165 |0.000183 0.33000 | 0.007214 - | 0.008986 | -0.000218
009000 |0.009930 {0.010052 | 0.000129 0.34000 | 0.007061 | 0.006858 | -0.000208
0.10000 10009872 | 0.009937 | 6.48E-006 0.35000 | 0006907 |0.006718 | -0.000191
0.11000 |0.009808 | 0.000821 | 1.32€-005 0.36000 | 0.006752 | 0.00857% | -0.00017¢
012000 {0.009738 [0.009704 |-335E.005 | {03700 {0.006596 |0006438 | -0.000161
013000 |0.000662 ]0.000587 |-7.56E-005 | | 0.38000 | 000643 |0008293 | -0.000145
0.14000 | 0.009581 | 0.009468 | -0.000113 0.39000 |[0.006282 | 0.006152 | -0.000130
0.15000 |0.009496 |0.000348 | -0.000148 0.40000 | 0006125 |[0.006010 (-0.000114
0.16000 10009402 |0.000227 | -0.000175 0.41000 |[0.005968 | 0.005868 | -9.99E-008
0.17000 |0008305 ]0.000104 | -0.000200 042000 10005811 |0.008727 | -8.40E-005
0.18000 {0009203 [0.008981 | -0.000222 0.43000 | 0005655 | 0.005568 | -6.00E-005
0.19000 |0.009006 | 0.008856 | -0.000240 0.44000 |0.005490 | 0.005445 | -5.44E.008
0.20000 | 0.000985 | 0.008730 | -0.000254 045000 |0005344 [ 0005304 | 4.00€-005
021000 |0008862 | 0008603 | -0.000265 045000 |0.005190 | 0005184 |-2.68E-005
0.22000 |0008749 |0.008475 | .0.000273 047000 |0.005030 | 0005024 | -1.36E-008
0.23000 {0008625 |0008M5 | -0.000279 048000 | 0.0048%6 | 0.004885 | .1.26E-008
0.24000 | 0008497 {0.008215 | -0.000281 0.49000 | 0004736 | 0.004747 | 1.04E-008
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n = 20 ed n = 25 (Tabella III, prime tre colonne) e si sono calcolati gli
scarti 5; = (p; — p;*) (Tabella III, ultima colonna). In particolare, nelle
ultime due righe della Tabella II figurano i valori dei parametri 4, b, ¢, d e
degli indici 2 ¢ P. '

I risulati conseguiti assicurano che il grado di approssimazione nsulm
ancora pit elevato (P = 0; P ~ 0.999; scarti 5, pressoché trascurabili), e
un tale fatto di conforto sulla bonta della v.c. G *

TABELLA INI
nz20

S; bl 8 Di b s

pi

0004608 | 2136008 | [0.7000 |0001507 000164 | 4.00E-005
051000 |00044e! | 0004473 | 3.15E-008 077000 |0001520 |oomses {4.36E-006

0004338 | 4006008 | |078000 |0.001448 ]O001404 | 3826008
053000 -{ 0004154 |oomas |4oeEcos | [0.7000 0001374 |0.001407 | 3.29€-008

050000 10006013 |00 | 5.7IE-008 0.00000 0001306 ]0.001333 |275E-005
053000 |00ooers |ooo0es 6eE00s | |0si000 0001240 fo00i262 | 221E-008
05000 |oooe7e |ocosess |7006008 | os2000 |00011% [o00119e | 1.60E006°
osmes |coosess jooooes 7536008 | |083000 0001115 0001127 | 1.16€-00
050000 |000347 |[0003664 | 7866006 | |064000 |0001057 0001069 | 647E-008
oseeoe jooosas 00004 | 0.ME00S 0.05000 | 0001000 0001002 | 1.40E-008
000e00 0000200 |oosaxs ssecocs | Jo.esooo |0.000847 |0000843 | -3.33€-008
061000 |ocose? |ocosies ]ameaos | {oen00 |0.0000es [ocoee7 | -7.00€-008
0e00 loooae?r |cooooes |e9eE-008 | [0.00000 |0.0008s | 0.000834 | -1.24E-006-
osmte |oee2000 ]oosaess |sseE0cs | joeeo00 [0000799 0000782 | -9.66E-06
oewso |0o0o27es - |0000e8¢ [093E008 | 090000 |0.0007S4 0000733 | -2.08E-008
ceseo |0o0ooe3s - joooer2 |sesE00s | | 091000 0000711 | 0000687 | -2.44E-008
osecoo |ecoasae |ooopstt jarmeoos | [092000 |o000670 fooo0se2 | -2.79€-008
200018

locassos {esoeo0s | [093000 |0.000632 |0.000000 | -3.12€-008
ossn |oocems |ooczme |ezsecos | |osewoo {ooooses |ooooseo |-342€-008
osson |ooc2zis [o000e2s |798E00s | |096000 }0000550 |0.00052 | -3.60€-005
0000 |oocens |ooszes |761E00s | |096000 |0000526 |0.000486 | -3.04E-005
071000 ]aoosaae |oooeoes | 7226005 | |097000 [0000404 0000452 | 4.16E-006
ormm |ocotess |ooozm |Ge1€c0s | |090000 0000464 < |0.000420 | 4.36E-008
07000 |aooress [oomes |e3sEcos | 090000 1000043 000030 | 4526006
024000 |o00ot7se |ocovma |S5ewE008- | §1.00000 {0.000408 0000381 | 4.66E-006
o700 |ocoe?? |oom7n | 5.30€-008
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TABELLA III
n=25
- L]

& P pi S 8 pi pi 5;
0.000000 | 0.007376 | 0.008073 | 0.000697 0.25000 |0.005725 | 0.008§12 | -0.000213
0.006410 | 0.007376 | 0.008015 | 0.009639 025641 | 0005649 | 0.006430 | -0.000210
0012821 0007373 |0.007956 | 0.000583 0.26282 | 0.005572 - | 0.005385 | -0.000207
0019231 | 0.007368 | 0.007897 | 0.000529 026923 | 0005495 | 0.005202 | 0.000209
0025641 | 0.007360 | 0.007838 | 0.000477 027564 |0.005416 | 0005218 | -0.000108
0032081 | 0.007350 | 0.007778 | 0.000427 028205 |0.005337 | 0005143 | -0.000193
0.038462 { 0007338 | 0007718 | 0.000380 0.28846 | 0005258 | 0005060 | -0.000180
0044872 | 0007323 | 0007658 | 0.000335 020487 0005177 |0ooa99s | -0.000182
0051282 [ 0.007305 | 0007507 | 0.000292 030120 |0.005007 | 0004920 | -0.000178.
0057632 { 0.007285 | 0.007536 | 0.000251 030768 | 0005015 | 0.004s48 | -0.000189
0064103 | 0.007263 [ 0007475 [0000212 | | 0.31410 [0.004934 |0C004771 | -0.000163
0070513 | 0.00728 | 0.007413 | 0.000174 032051 |0.004852 | 0004608 | -0.000155
0076923  0.007211 | 0.007381 | 0.000130 032692 [0004770 |000as2t | -0.000148
0.08333 | 0.007181 | 0.007288 | 0.000106 03333 0004687 | 0.004546 | -0.000140
0089744 | 0.007150 0007225 | 7.55E.005 0.33974 [0.004605 | 0.004471 | 0000123
0096154 (0007115 0007162 |461E005 | Jomers [oooesz2 |oooems | .0.000128
0.1025 {0.0070% | 0007098 | 1.86E-005 035256 10004439 0004322 |-0.000117
010897 |0.007040 000703 | -7.94E-008 | |0.35897 | 0004356 | 0.004247 | -0.000109
0.11838 | 0.007000 0.006960 -3.11E-008 036538 | 0.004274 0.004172 £0.00010t
0.12179 | 0006957 10006903 [-SME-005 { |037179 [0.004191 |0.004098 | -9.35E-005
012821 [0006912 |0006838 |-741€005 | [03782s |o0oo4109 |ooci023 | 8566008
0.13462 |0.006865 | 0.006771 | -9.31E-005 038462 | 0.004027 [ 0003949 |-7.77€-005
0.14103 [0.006815 [0.006706 | 0.000110 0.39103 [ 0003945 | 0.003875 | -6.98E-005
014744 | 0006784 10006638 | 0000128 | {09744 |0003864 |0.003802 | -6.21E-005
0.15385 | 0.006711 | 0.006570 | -0.000140 040385 [0003783 | 0003728 | -5.45€-008
0.16026 | 0006657 | 0006503 - | -0.000153 041026 |0003702 | 0003655 | 4.70E-005
0.16667 | 0.006600 {0006434 | -0.000165 041667 | 0000622 |0003582 | -390E-00%
0.17308 { 0006542 | 0006366 [ -0.000175 042308 |0003542 | 0.000510 |-2.26E-005
0.17949 |0.006481 | 0.006297 | -0.000184 042949 | 0003463 | 0.003438 | -257€-005
0.18590 | 0006420 | 0006227 | -0.000192 043590 |0003385 | 0003366 | -1.90E-005
019231 | 0006358 |0.006157 | -0.000199 04423t |0003307 0000204 | -1.26E-008
0.19872 | 0.006201 | 0.006087 | -0.000204 044872 | 0003230 | 0003224 | -6.97E-006
020513 | 0006225 0006018 | -0.000209 045513 |0003154 | 0003153 | -3.83€-007
021154 | 0006157 |0.00545 | -0.000212 046154 |o0.003078 | 0000083 | 5.34E-006
021795 |o0.006088 | 0005874 | -0.000214 046795 [0003003 | 0.003014 | 1.08€-008
022438 [0006018 |0.005802 | -0.00021S 04743 |0002029 | 0002045 | 1.60€-008
0.22077 |0.005%46 0005730 Y 0.000216 048077 |0002856 | 0002877 | 200€-008
023710 | 0005874 [0.005658 | 0000216 046718 | 0002784 | 0002009 [ 2.55€-008
0.24350 | 0005800 | 0.005565 | -0.000214 043359 10002712 | 0.002742 | 2.99€-005
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TABELLA 111
n=25
L ]
8i 4 Pi S; 8 Di Pi S
050000 §0002642 |000267 | 3.39€-005 0.75641 10000696 [0.000718 | 217€-008
050641 |[0.002572 0002610 | 3.77€-005 ‘| [ 076262 | 0000668 | 0.000688 | 1.95€-005
051282 10002504 10002545 |4.126005 | 10769239 | 0000642 0000659 | 1.73€-005
051923 0002436 0002480 | 4.44E-005 077564 | 0000616 | 0000631 | 1.52£-008
052564 | 0002970 0002417 | 4736008 0.78205 ] 0000591 | 0.000604 | 1.31E-006
053205 10002304 0002354 |4.99E005 | [0.78846 [0.000567 |0.000578 | 1.11E-008
053846 |0.002240 |0002282 | 5.23E-005 0.79487 | 0000543 [0.000553 | $.11E-006
05487 0002178 0002231 | 5.43E-008 080128 | 0000521 |[0.000528 | 7.16€-006
055128 {0002114 [0.002170 |561E-008 080760 | 0000499 |0.000504 | 5.27€-006
055760 |[0.002053 |0002110 | S5.77E-008 061410 | 0000478 |0.000481 | 3.43E-006
056410 | 0001982 | 0002051 | 5.806-008 082051 | 0000458 |0000450 | 1.65€-006
057051 10001933 | 0.001963° | 6.00€-005 082692 | 0000438 | 0000438 | -6.10E-008
057692 {0001878 | 0.001998 | 6.07€-008 08333 | 0000419 | 0000417 | -1.706-006
056333 0001818 | 0.001880 | €.13E-006 083974 | 0000401 0000398 | -3.28E-006
0.5897¢ | 0001763 | 0.001824 6.16E-008 084615 | 0.000383 0.000379 4.79E -006-
059615 |0001708 | 00017720 |6.17E-008 0.65256 | 0.000366 0000360 | -6.23E-006
060256 | 0001655 |0.001716 | 6.16E-005 0.85897 | 0.000350 |0.000342 | -7.60E-006
060897 |[0.001602 | 0.001664 | 6.13E-005 0.86538 |0.00033¢ |0.000325 . | -8.89E-006
061538 | 0001551 [0.00t612 |G.O7E-005 0871 |0000319 }0.000300 | -1.01E-006
06217 }0001501 | 0001561 | 6.01E-005 087821 [0000305 | 0000283 | -1.126-005
062821 |0001452 |o0.001511 | 592€-005 088462 | 0000291 0000278 | -1.23E-005
063462 0001404 | 0001462 | 5.82€-005 0.80103 | 0000277 0000264 | -1.33-008
064103 {0001357 {0001415 | 5.70€-005 069744 | 0000264 | 0000250 | -1.426-005
064744 [0.001312 | 0001368 | 5.57€-005 090385 | 0000252 | 0000237 | -1.51E-005
065385 |0001267 {0001322 | S5.43E-005 091026  } 0000240 | 0.000224 | -1.58€-005
066026 | 0.00122¢ 0001277 | 5.27€-005 091667 | 0000229 ]0000212 | -1.66€-005
066667 |0001182 |0001233 | S5.11E-005 092308 | 0.000218 | 0000201 | -1.72€-008
067308 | 0001140 | 0.001180 | 4.93€-005 092949 0000207 |0000190 | -1.78E-005
067949 | 0001100 [0001147 | 4.74€-008 093590 [0000197 | 000017 |-1.83E-005
068530 [0001061 {0001106 | 4.55E-005 094231 | 0000188 | 0000169 | -1.87E-005
066231 | 0001023 |0001066 |4356006 | {09872 |ooooi7a ]0000158 | -1.91€-008
06872 | 0000985 |0.001027 | 4.14E-005 095513 0000170 0000150 | -1.95€-005
0.20513 |0.000850 |0.000869 | 3.93E-005 096154 | 0.000161 |0000141 | .1.97E6-008
0.7115¢ §0.000814 | 0.000952 | 3.72£-008 096795 | 0000153 | 0000133 | -2.00€-005
on7s |oocoeeo | 0000915 | 3506005 09743 | 0000145 0000125 [-201E-008
07243 | 0000847 |0.000000 | 3.286-005 098077 | 0000138 | 0.000118 | -2.02€:005
0.73077 | 0000815 |0.000848 | 3.06E-008 098718 | 0000131 ]0000111 | -2.03€-005
073710 | 0000784 0000812 | 2.84E-005 099359 |000012¢ 0000104 | -2.03E-005
0.74359 |0.0007S4 }0.000780 | 2.61E-008 1.00000 0000118 |9.79€-005 | -2.00E-005
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AN APPROXIMATION OF GINI'S RANDOM VARIABLE

An approximate distribution is proposed for the Gini rank association coeffi-
cient, which is a statistic to test independence between two random variables.
With respect to other approximations of Gini's random variable, the purposed
distribution has the advantage of being a discrete distribution and having all the
moments of even order equal to zero where the second and fourth are equal to
those of Gini’s random variable. Furthermore it assumes the values and the
probabilities closely related to the sample size.



