Capitolo S
pDICI DI INDETERMINATEZZA E LORO INTERPRETAZIONE

JNTRODUZ IONE

capitolo quarto si e’verificato che, anche qualora siano

t

jficati i wvalori nrumerici delle matrici di varianze

riance delle variabili osservate S , delle variabili

J

ati S e della matrici dei coefficienti C le wvariabili
1

[,

enti del modello rnon sono uniche. Ei e’

visto anche che

¢’ e’ dovuto alla presenza nella soluzione di una

5mponente variabile interpretabile come 1l’errore in una
dei minimi Qquadrati delle wvariabili latenti L
f‘traverso le variabili csservate J.

Mialora si sia interessati non tanto ai valori della matrice

i varienze <covarianze § quanto ai valori assunti dalle
1 L

%riabili latenti L in corrispondenza di ogni unita’
?atistica + la loro non unicita’ inficia pesantemente
-gattendibilita’ dei risulteti e 1la lero interpretazione.
J;r avere un criterio di giudizic oggettivo sul grado di

jttendibilita’ dei risultati e’ necessario introdurre un

dice di indeterminatezza che metta in luce 1’entita’ della

pifferenza e della differenza massima fra soluzioni

’:@ ‘ - - I3 - - .
ftaratterizzate da medesima matrice di varianze covarianze S

. L
@findice di indeterminatezza introdotto per le soluzioni

?E\ modello fattoriale con fattori ortogonali (Ledermann

e,
B
e

938, Heermann 1964,1966) e con fattori non

ortogonali

ysuttmann 1954 ,Schonemann 1971) e’il cosiddetto coefficiente
o

..

covarianza media minima, funzione del valore delle

lKOvarianze tra soluzioni massimamente differenti.

N questo capitolo dapprima si costruiscono coefficienti

&0




A:varianza e correlazione media minima per le soluzioni
ﬂodello Lisrel e, quindi, attraverso oppor tune trasforma
cj mettono in luce le relazioni di tali coefficienti
é]i autovalori della matrice di varianze covarianze delle

Le soluzioni.

k2. COEFFICIENTE DI COVARIANZA MINIMA

I

considerino due soluziori L e L7

.

i = CL

)

RS
3
4

ali che:

=C S5 C’

ﬁ} matrice di covarianze tya le soluzicni L e L~ e’ date da:

(5.1) L~L> = [R~J~ + W"N"] (R°J> + W’N’]

]}ssendo RJ uguale per ogni soluzicne & JN’ = O, 1la (3.1)

#’uguale a:

s.2) LAL® = R S R’ + WNN'W’
: J

;n opportuno indice delle differenze esistenti tra le
?ﬁluzioni L e L~ pup’ essere basato sulla traccia della
‘gtrice (5.2), vale a dire dalla somma dei coefficienti di
 %varianza tra elementi corrispondenti delle due soluzioni.

éﬂa misura sintetica del grado di indeterminatezza
ibmplessivo delle soluzioni del modello e’ dato guindi dal

;ﬂnimo di tale traccia, relativa alla coppia di soluzioni per

“;Ui e’ minima la somma delle covarianze tra elementi

orrigpondenti.
;@1 fine di individuare la traccia wminima occorre minimizzare
_}a matrice di covarianze (35.1).

1 oeservi che, poiche’” L™ e L hanno identica matrice di




2e¢ covarianze S :
: L

§ =R S R’ + WNN"W °=

L J

= R S R’ + WNN’W’
J

sariamente
) WANANT WS = WNN’W?

jtra parte, essendo fisso RS R’, proprio il prodotto
J

puo’ minimizzare il valore della matrice di covarianze

;}r 1’ineguaguaglianzas di Cauchy- Schwartz (Basilevsky 1983 p.22)

;jti due vettori w e w e le loro norme u w ",“ w ” si ha:
] -1 -2 -1 -2

N N NN N

fercio‘ si ha per il prodotto di matrici W'N"N’W’ che appare

o (s.2):

] e
f;.b) S WOANANTT W Y CWNNT Y)Y L (HWANTNC ) <
£ (AN 2 WD 7)) (NN W)

f;tenendo conto della (5.4):
2 2 2

£(S5.7) ~(WNN’W”) < (WANANTW? ) S (WNNTW?)

o
-

I?Fcio’ l1a matrice W~N" assume il suo minimo per :
E(5.8)  WANS = - WN
Si ha percio’ nells (5.3):

E(5.9) Min (L°L’) = & =R S R’ - 2 WNN’W® = R S R>~ 2 WW’
L 3 J

iy

L3 (5.9), che prende il nome di matrice di covarianza minima,
Puo’  essere espressa attraverso le matrici di varianze
FOvarianze delle variabili latenti e dei parametri del

;dEIIO Lisrel. Nell’ ipotesi di non singolarita’ della
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ricordando

-1
t1-Aa)y P
L H
S
T C
= S
G
=)
O E
S
D
L

partiziownando

Btrice di varianze covarianze S

S 3 S
1 2
S 3 S
3 4

(4.31):
-1

(I-A) H

0 H

in modo opportunc

~1

-
o

&3

Q

la

; ©
; I
r
matrice

inversa

della




‘jene da (5.9):

- 1 .
S P’(I-A)’ L 73 ? 5 3
T 0] -1 X Y 1
(I-A)’ L ’” ;3 O
)8 = 2 G N X X
L min S 1 0
0 E m H
S 0 s I S 3
D r 3
1 -1 S
L (I-A) P; Ly(I-A) s I ; O

X m S o}

L H ] s O 3 1 G :

Y r o) S

L E
S
D

s
T o]
S
G
=)
o] E
S
D

;n opportuno indice di indeterminatezza delle soluzioni del

=

deello Lisrel e’dato dalla traccia della (S.6), vale a dire

112 scmma dei coefficienti di covarianza minima tra singoli

enenti di soluzioni equivalenti.

“

Malors

si voglis avere un indice normalizzato si rapporta

elementi

le traccia alla somma delle varianze dei singoli

81 una niedesima soluzione del Lisrel.

ha:

tr S
L min

prende il nome di coefficiente di covarianza media

NMNima.

&4




seconda misura dell’indeterminatezza e’ invece' -data
somma dei rapporﬁi tra coefficienti di covarianza

fma €& corrispondenti varianze di ogni elemento della
fzione.

A somma e’ uguale alla tragcia della matrice di

e relacicne minima che si ottiene premoltiplicando e

ftmgltiplicando l1a matrice di covarianza minima per 1la

] %

trice diagonale D i cui elems=nti non nulli sono i
L

'}ciproci delle radici quadrate delle varian:ze degli

jenenti della soluzione:

-1s2 ~1/2

E(5.12) =] =D =} D

? C min L L min L

igia i1 coefficiente di covarianza minima che i1l ceoefficiente
i correlazione minims scro normalizzati ma hanno significate
jfferente.1l] coefficiente di covarianza minima e’
nfluenzsto soprattutto dalle variabili caratterizzate da
arianza (e quindi covarianza minima) maggiore mentre 1l
coefficiente di correlazione minima,somma di rapporti  tra
jbvarianze minime e wvarianze , "pesa" in modo uguale il

ontrituto di ogni variabile ed errore all’indeterminatezza

el modello.

L

9.3. 1~IMNTERVALLO PER IL COEFFICIENTE DI COVARIANZA

;,‘»u

b MINIMA
;°mE si e® visto nel paragrafoc precedente 1la misura
Pdell’ indeterminatezza per il coefficiente di covarianza

B

;Minima non e’ indipendente ne’ dai dati osservati,ne’ dalla
‘
fParticolare struttura che identifica il modello.

iR11o scopo di illuminare maggiormente il significato dei
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.

jciente di covarianza e correlazione minima si  indivi

relazioni tra gli estremi di intervalli in cui

ramente si situa j1 valore dei coefficienti e gli autova

" della matrice delle soluziconi .

fﬁ esprimibile nel seguente modo (Basilevsky

5.14)

c

G
3

{¢,03 Q

rimo intervallo e’ ottenuto estendendo al caso del Lisrel

Emetodologia proposta da Schonemann e Wang (1972) per
B nodello fattoriale.
E— ricorda che per le regole sulle matrici grammiane
wttmann 1944 p.5 )
-1 % -1 % %
4 L (I-4y P S 3 L (I-A) S 3 S s O
{5.13) C = X T X G E
‘ v 'é "é
¥ L S 3 0 ; O 3 S

1983 p.214)

orn § matrice di dimensioni (m+r, m+v) e @ matrice ortogonale

Pi dimensioni (m+ +p+q) .

y

bb6

=@ matrice di covarianza S e’ quindi ugusale aj

: h

5.15) s =CC ’= 83

e J VARV,

fﬂa matrice di covarianza minima S :

E: L min

4 % -1 2

I5.16) = 28 @&« 8’y & QS -5
1 L min L L L
3 % %

: = 28 @8 Q5 - 8

10N




regole sulla traccia di un prodotto di matrici:
tr S =2 tre0BGSQ - S
L min L L

accia della matrice prodotto @ S @’ con Q@ matrice ortogonale
L

nz’altro inferiore alla traccia della matrice W S W’ con W

L L L L
jce degli autovettori di S sper le regole sulla

L

gimi:zazione di forme quadratiche (Basilevsky 1983 p.l4ab-147)

kv a1tra parte per le regole sulla decomposizione spettrale di una

trice W S > e’ uguale a:
L. L L

fve @ &° matrice degli sutovalecri di S .

}Ercio‘ la (S.17: e’inferiore a @
5.19) tr S =2¢tr cep - S 9
i L min L L

i prodotto © ¢ » chiamato traccia parziale di p s ©
L L

rassimo qualora alle prime m+r righe della matrice  SOnNo

L
fovarianza delle variabili latenti S .
: L
Pati gli autovalori della matrice S ordinati in senso
1 L
fkrescente 1a somma dei coefficienti di covarianza minima

[’ compresa tra i piu’ elevati e 1 meno elevati autovalori

fdella matrice S .
2 L

&7




b m+r+piq

z é - tr 8§ - tr S - tr 8 - tr S8 < 8§
j=m+r+1  iL T G E D € min
m+r
<2 £ &§ - tr 8§ - tr 8 —-tr § - tr s
i=1 it T G E D
i-esimo avtovalore (i= 1,2...m+r+p+q) della
S .
L
espressioni a destra e <einistra dei segni di
uguaglianza in (5.20) sono  1’estremo inferiore e

eriore di un intervallo entro cui sicuramente si situa il
della traccia della matrice di covarianza minima
f} una sStruttura del modello identificata da date
f}rici deil parametri e dei varianze-covarianze di variabili
;tenti.Tali estremi,come gli estremi degli interwvalli
'ﬁoposti da Schonemann e Wang(1972) per i1 modello
fjttoriala,non possono pero’intendersi quali maseimi & minimi
j;! coefficiernte di covarianza medis minima in quanto,per
%tenerli si &' sostituitc alla matrice ortogonale 0O 1la

fatrice degli autovettori di 3 W .
] L L

i
On metodologia identica a quella vista finora si ricava un
ntervallo entrc i cui estreni sicuramente si situa il valore

>
fslla traccia dellea matrice di correlazione minima.

lKQ. 2~ INTERVALLO PER IL COEFFICIENTE DI COVARIANZA MINIMA

fl consideri la traeccia della matrice di covarianza minima

;5.10) :

i -1

HS.21) tr s = tr (28SC>S €S -8 )
3 L min L J L L

lfhe per le proprieta’® della traccia e’ eguivalente a:

-% 2 =%
1S.22y tr (2 5 € s €’'S -85
J L J L
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-1 -1
(1-A)y P 3 L (I-A) s 1 s ©
X m
L H & ; 0,3 1
Y T
enominando @
-1 -1
i. (I-A) P L (I-A)
= X 3 V= X ;
B
L 0
\l
1 0
= m s VO = H
D I
O r

le sottomatrici di dimencioni (m+r,q)stim+rsp)sy{m+r,m), (m+r,r)

Bella matrice C =i puoc’ riscrivere l1a {5.21) nel seguente modo:

7

[5.24) tr € =

L min
- % 2 ~% ~% 2 ~%
2 tr (S v 8§ V5 )y + 2 tr (S5 v 8§ Vv ©° 8§ ) 4+
J A T A 37 J B G B J
% 2 -'% —'% 2 -%
2 tr ¢ S v S v s Yy o+ 2 trt & v 8§ &8 1y - tr S
J C E c J J D D J L
3Ffinite:
_vé 'é
come la i-esima riga di S v 8 H
J AT
. : -'% %
f come la j-esima riga di S Vv S 3
j J B G
~'% %
P come la l-esima riga di S v S 3
E1 J € E
%
m—esima riga di S v S 3
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natura della traccia ,la (5.23) e’equivalente a:

. m m
tr S = b r S r -+ Zz Kk 8 k *
L min i=1 -1 T =i j=1 -5 6 =3
v r
+ I p S p’ + T q § g - tr S
1= -1 E -1 m=t - m D -m L
r S r’
m -i T -i
tr S = g I _ v r 2’ +
L min r=1 rr’ -i~1
-i-1
k S k° p S p’
m J 6 -3 r -1 E -1
2 = — k kT +2 X P P> +
j=1 k ok’ -j - 1=1 pp > -1-1
-3 -1-1
g S =T
3 1 - m D - m
k g = g q’ - tr S
P m=1 q g’ -m -m L
N m

© quozienti di Raleigh (Easilevsky 19683 p.260) che appaiono
éﬁe addendi delle Quattroc sommatorie nella (5.26) hanno come

Bssimo ordinatamente gli autovalori massimi & della matrice

9 17

ko, & della matrice S , & <della matrice S , § della
E 16 G 1E E 1D
Btrice & .

3 1D

ifcio’la S.26) non e’mai superiore a:

1} m

5.27) L =2¢ & T rr’ + & £ Ok k4

: s 1T i=1 -i-i 16 j=1 -j-3j

g‘ m r

. + 4 T pp*+o £ q g’

1 1E 1=1 -1-1 1D m=1 -m -m

4 - tr S

g L
he puo’ essere espresso in forma piu’ esplicita tenendo

onto della (5.23) e (5.24)




20 (&

17

S

3 Ja

%

Henominando

-

the e

g
g 17

matrice

&

LY
1E

tr S

0

JA

JjB

di

Mimensicnl (r,m+r};

tr

tr (v

(v § Vv

’S

-1

A T A 3T

S v s

-1

cC E C 3

dimensioni

) + &

)
1D

(mym+r) .,

16

S

tr(v § V

'S

B 6 B 7J

tr (V S V

D D

matrice
JB

il primoc autovalore della matrice

1F

necessariamente o il prime autovalore

o il primo autovalore della matrice S

G

)

D

S

di

b
)

-1

J

della matrice S

2

16

* tenendo conto della (5.23), da (5.28) si ottiene :

T

)1




i : -1 1 _
L (I-A) P S P’(1-A") L’ ]
X T X -1, S
+ s L (I-A ) S L’ I
X T v | X
L (I-AY S (I-A")L”
X G X 5
JB
-1 S
L 8 (I-A’) L ° : L 5 L’ X JA
Y T X Y T Y
s
L JB -
S
§ 8 3 & S Ia - ¢r S
1E E ipp | ¥ L
5
L IB

b gqcordando l1a struttura della matrice di varianze-covarianze

;ﬂgl modello Lisrel da (5.390) si ottiere @

E(s.3) L = 2(8 tr (I -8 s ) 4+ 6 tr (1 -8 8 )
i S 1F m E JA 1T v D JB
+ 6 tr (8 S )Y +4& tr (S 8 M
1E £ JA 1D p JB
- tr S
L
f in definitiva:
#5.38) L =2m & + 2r & + 2¢ & - & Yy tv S S
- s iF 1T 1E 1F E JA
| 2(6 - & )Ytr S S - trs
1D 17T D 3 L
(5.31) e’ funzione degli autovalori massimi delle matrici
covarianza di variabili latenti ed errori s ,95 5, 5%, 85 .
T G E D

=i dimostra che la traccia

Att) averso un procedimento identico

dells matrice di covarianza minima non e’ mai inferiore a:

-1
tr § S
E

)
(p+q)F

+ 2¢ &

mE

+ 2r &
qTl

2m &
tp+q)F

L

(5.33)
I

JA




38 9 & »8 autovalori minimi delle matrici
{(ptq’F QqT mE. rD

5.32) e la (5.33) sono gli estremi superiore ed inferiore
un intervallo entro cui sicuramente si situa il valore del
traccis della matrice di covarianza minima per una strut

del modello identificata da date matrici

Futtavie tali estremi non sono massino e minimo della traccia
;;11a matrice di covarianza minima in quanto sono ottenuti
JLEraverso la massimizzazione dei singoli elementi di tale
&raccia e non della traccis nel suc complesso.

aon identico mestodo <€i ricavanoc estremo superiore ed

fnfer-iore 3931 un intervallo entro cui sicuramente si situa il
RHe

.

9

dells traccia della metrices di correlazione

73




. AZIONI TRA MATRICE DI COVARIANZA MINIMA E ALTRE

raccia della matrice di covarianza minima 3

_!é 2 _lé
tr S = tr (2 5 € s C’S -5
L min J L J L
equivalente sper le regole sulla traccia e la

gurazione della matrice § alla matrice :

L
;?5) tr S =
L min
% 2 =% - % 2 - %
2 tr (8§ VvV & y> 8 Yy 42 tr 2¢ 8 S S ) — tr S
J F J J H J L

le regcle sullas decomposizione spettrale delle matrici le

A 2 2

1lvici S e =] pcesono essere decomposte nel seguente
S F . H
pndo:
_{ a
5.34) S = @ g Q7
5 F F F F
. 2 2
§5.37) S = @ ¢ (R
S H H H H
ﬁn (%] e @ matrici ortogonali di dimensioni (ptg,p+q) e
4 F 4
‘ifr,m+r) le cui colonne sono gli autovettori di 8§ e S H
3 F i
¥ matrici diagonali i cui elementi non nulli sono gli
EF H
utovalori di S e S .
F H

N

#Empre per le regole sulla decomposizione spettrale delle

Bnat, icis




’ i-esimo autovettore della matrice S

iF F
’ g-esimo autovettore della matrice § 3
gH H
i-esimo autovalore della matrice S 3
j ‘ F
g-esimo autovalore della matrice S5
-g H
= f a9’aq ;
iF i -iF -iF
= h qa’q H
gk g —-gH gH

Eostituendo nella (S5.34) i valori individuati in (5.38) e

i5.39) si ottiene:

f(5.40) tr S =

3 - p+q - %
e 2 tr ¢ &5 V z f S v* 8 )
J i=1 i iF J
-4 m+r - %
+ 2 tr (8 z h S S )
J g=1 g gH J
-tr S

L
Fb)Si ricorda ora che ,1’autovalore di una somma di matrici

?ﬁ’ uguale alla somma degli autovalori di ogni matrice addendo

Tella somma. (Searle 1982 p.277)

ffErcio’ date le uguaglianze:

E ~'% ~% —% P+q - %
f(S.41) 5 vs v s = S VAR > S v s )
E J F J J i=1 iF 3

. ~% ~% =% m+r - %

f(S.42y 5 s 8 = S T S S

3 J H 3 J g=1 gH 3

%

S v s VS e’ la sommatoria degli autovalori




=] e*1la sommatoria degli autovalori

jtra parte 1’autovalore di un prodotto di uno scalare per
matrice e’ uguale al prodotto tra scalare e autovalore;

fercio’ il k-esimo autovalore dells matrice di covarianza

p . . .
Einima e’esprimibile nel seguente modo:

14

p+q m+y
f(s.43) c = z f o + T h H
] k i=1 i ik g=1 g gk
e’ 11 k-esimoc autovalore della matrice di

covar ianza minima

-

e il k-esimo autovalore della matrice

iF J

<




1ja sommatoria degli autovalori « .51 ha:
: ik
p+q p+q
f o = w 2 o = w o
1 i ik k g=1 ik k k

"™+

i

autovalore k-esimo di
m+r J 3

scalare.

enticamente il 1 apporto esistente tra il k-esimo autovalore

Bari &1 secondo addendo della (5.42) & il k—esimod autovalore

,‘,"
_ié —,é
S S 8
J b J
f pari alla sommatoria d=gli autovalori H . Si ha:
“ m+r m+r
§5.45) T h B =p T =p H
k: g=1 g gh k g=1 gk ko ok
bn ' autovalore k—-esimo di
g I
‘ - % - %
E S S s
J H J
§
it P scalare.
* b
tDa (5.44) e (5.45) si evince che :
« = 1-K
] k ¥
Qq“ definitiva «c k~-esimo autovalore della matrice di
k

Lovar ianza minima e’ uguale a :
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c=w (il-H ) +p H =w + (p -w )R =w + v H

]’equivalenza tra somma degli autovalori e traccia di

i

' natrice, la traccia della matrice di covarianza minima e’

fuale &:

K mEy

5, 48) tr S = Z ( w + v K )

- L min k=1 k Kk k

,@d autovalore della matrice di covarianza minima e’

bmbinazione lineare dei rispettivi autovalori delle matrici

3 e S S S con pesi dati da w e Vv .
Bm it J H J k k

WEEsiste percio’, in poarticolare, una relarcione funzionale

ogni antovalore della matrice di covarianza minima e i1l

Q - 'é -.é
Fispettivo autovalore di S & S .

Non e’ possibile tuttavia, a priori, determinare se tale

2:

elazione e” diretta o inversa poiche’ la differenza (p - w
k. k k
puc * assumere valore positivo o negativo.

;@ proprieta’ degli autovalori consentono di chiarire 1l

gygnificato dei pesi p e w .
E k k

fPato un autovalore & di una matrice &, 1’autovalore 1§,

0n 1 scalare, e’ 1’autovalore della matrice 1§( Searle 1982
P.277). 1 pesi p e w sono percio’ gli scalari per cui si

3 k K

& _lé . _lé
Fevono moltiplicare rispettivamente le matrici I eSS S 65,
g mér J H J

‘LEVChe’ dalla matrice cosi’ottenuta sia possibile ricavare il

“Besimo autovalore della matrice di covarianza minima.
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B MODELLO LISREL E INCORRELAZIONE DI VARIABILI L ATENTI

puc’ considerare il modello Lisrel con variabili latenti

rrori standardizzati e incorrelati. Indicando con C* 1la

I questo casc ,come per il modello di analisi fattoriale con

fattori comuni ortogonali, 11 coefficiente di covarianza

A8 nedia minima e’pari alla differenza fra numerosita’® delle

'&auiabi]i osservate e latenti ed e’ indipendente dalla
strutturs deil dati osservati e dai vincoli posti su parametri

JWe varizbili latenti del modello. Infatti la traccia della
B st-ice di covarianza minima assume la seguente

ﬁhumulazione :

b

: -1
k(5.51) tr S = 2 tr C*°S C* -~ tr 1I
i L min J m + v+ p+ Qg
-1
= 2 tr CxCx°S - m - - p - Q
i J
4 =2 (m+r) -m-ry -p-g= m+r —-p -q

ESi puc’® considerare anche un modello Lisrel con errori nelle
EvVariabili standardizzati e incorrelati :

g (S5.52) J=cC* L




» s matrice

[~

-

L1

e’ reale e simmetrica e valgono quindi

-1 -1 % 1
L (I-A) P 3 L (I-A) 3 S ;0
X X E
%
L H 0 ; O 3 S
Y D
[ ]
s
T
s 0 O
0o G
1 o
m
0 © o I
L 3

';e dimostrazioni effettuate nel capitolo 4.

e i

La matrice

{fruttura :

ptervalli
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L min L

i1 coefficiente di covarianza minima e
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jNDICI DI INDETERMINATEZZA PER 1 MODELLI COLLEGATI

AL LISREL

i sottomodelli derivati dal VLisrel valgono le
derazioni fatie per il modello generale.

tti pur mutando 1la struttur; delle matrici dei
ficienti e di varianze covarianze, tali matrici in tutti
enttomedelli conservano la proprieta’ di essere matrici
eali €, PeEr e matrici di varianze covarianze, anche
%ammiane.

‘;1pndo tsli proprieta’ rimangono valide anche i teoremi e le
smostrazioni inerenti l’esistenza di soluzioni, la struttura
;glla soluzione generale e il «calcolo della matrice di
'?arianze covarianze minima tra le soluzioni equivalenti. Le

jmatrici di covarianza minima harnno la seguente struttura per

modelli che possono essere intesi quali sottomodelli del
| ;Lisrelz

i
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DI MISURA

PATH ANALYSIS
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