Capitolo 2
It MODELLO LISREL COME MODELLO PER L’ANALISI

DELLA STRUTTURA DELLE COVARIANZE

Z.3). INTRODUZ2IOME

Jereskog definisce come analisi della struttura delle
cevarianze quelle tecniche aventi lo scopo analizzarel dati
multivariati che permettonoc di individuare le cause latenti
di variaziorni e covariazioni di misure osservate ({Joreskog
1981).

# partire da queste definizione egli puo’ riclassificare

numercsi modelli di arnalisi multivariata con variabili laten

ti (modelli di misura, analisi fattoriele, analisi delle
component] della varianza, modello simplex, analisi
fattoriale del escond’ourdine) quali casi particolari di

ur modello di aralisi della struttura delle covarianze.
Ceconds quests impostazione ad ogni particolare matrice di
varianze & covarianzte scttocstanrc "a specified substantive
theory or hypothesis, & given classificatory design for the
measures, known experimental conditions ." (Jereskog 1981).
Jéreskog mustra (1970, 1978, 1981) che gquesti modelli sono
casi particolari di un modello generale di analisi della
strutturs delle rovarianze detto modello Acovs.
Successivamente Jbéreskog (1981) presenta il modello Lisrel
quale modello di analisi delle strutture delle covarianze di
ancor maggior generalita’ in qQanto la sua matrice di
varianze-covarianze ammette come suoi sottocasi la matrice di
varianze-covarianze del modello Acovs e degli altri
sottomodelli merzionati.

In questa ottica,la matrice di val ianze-covarianze delle va

riabili osservate del modello Lis:el S e’ definita dalle
J




ogni varianza e covarianza delle variabili osservate . e’

définita come funzione delle matrici dei parametri e delle

matrici di varianze-covarianze di variabili latenti ed
)

errori:
-1
(2.1.) S = f (L LL HP,(I-A) +S 35 »S 85 )
» oy X Y T 6 E D
“i"j
le funzioni s sono continue con derivata prima continua.
PR
-i_j
t) lsa matrice S e’ definits positiva nei punti di
J

ammissibilite’ dei parametri.

t) la distribuzione multivariata delle variabili osservate e’
ben descritta dsl 1~ e 27 momento cosicche’ le informazioni
aggiuntive date dai momenti di ordine superiore possono
essere ignorate.

11 modellu Lisrel cosi® definitoc come analisi di struttura

delle cova: ieanze consente di definire quali suoi sottocasi

runercsi  altri modelli di analisi delle strutture delle co-
varianze.

Ne consegue che trattare dei problemi relativi

all’indetesminatezza e all’identificazione del modello Lisrel

sigrnifica 1in vrealta’ affrontare tale problema pe una vasta

Tamiglia ai modelll molto noti nella letteratura

statistics.

Si mocetrano percic’ le principalil caratteristiche di modelli

le cui matrici di varianze-covarianze possono essere intesé

Quali casi particolari della matrice di varianze-covarianze

d::l modello Lisrel.




2 MODELLI COLLEGATI AL LISRE! : -

2.2.1 Modello di piu’ misurazioni cogeneriche

T e T e > —————— —— ———— ——————— - " > — —— — —

"§i denominanu misurazioni cogeneriche gli insiemi di n
misurazioni relative a un medesimo oggetto.
11 modelle di piv’insiemi di misurazioni cogeneriche,

insieml di misurazioni relative a piu’ oggetti, assume 1la

sequernte formulazione:

(2.2 X = AT 4+ E
COid
- -
: >
-1
X = . matrice di dimensioni (myn) delle misurazioni
> osservate su m oggetti, variabili centrate;
“ 1 1’i-esimo vettore x e’ 1’insieme di misurazioni
1. -i
> relative all’i-esimo oggettog
=M
t matrice di dimensicri (m,n) delle’ misurazioni,
-1 "vere";l’i-ezimo vettore t e’l’insieme di misu
T = . -1
t razicni vere relative all’i-esimo oggetto tutte
i uguali inm quanto si ipotizza che 1le differenze
. nei valori delle misuraszioni osservate dipendono
t da errori di misurazione ; si ipotizza inoltre
- m the i vettori t scno standardizzati,vale a dire
L : -i
tali che.
t 1°’=0 3 t t* = 13
-3 -i-1
A matrice diagonale di dimensioni (m,m) di coefficienti
' parametricig
r -
e
-1
E = . matrice di dimensioni (m,n) degli errori di misura
€ zione, latenti centratejl’i-esimo vettore e e’
i -i
. 1’insieme degli errori di misurazione relativo
e all’i-esimo oggetto;
~m
S3i assume inoltre che:
gli errori di misura sono incoirelati tra Joro e con le
a2




(é. ) e e =0 (ifj;i,5=1,8...m)
TE’= O .

Le matrice di varianze-covarianze del modello precedente
assume quinrnci la seguente formulazione:

(2.4) S = AS A+ 5§
X T E

comn S matrice di covarianza delle misurazioni'"vere" H
T :

& matrice ciagounsle di covarisnzs degli errori.

L

2.2.2. Analisi dei fattori

A o~

Al Tire d1 individuavre le p cause comuni ignote che hanno
determinato i1 verificarsi, nel lorc complesso, di osserva
sioni effettuate =u m (m > p) vailaebili e le cause specifiche
che eono all’origine delle osservaziconi su  ogni specifics
va1 1abile e’ statoc propostc, ovmei da molti anni (Spearman

1927. Thurstore 1547) il modello di analisi fattoriale, che,
come €’ notc, assume la seguente formulazione:

(£2.5) Xx = AT + E

con: :

X matrice di dimensicni (m,n) delle variabili osservate
centrate;

£ matrice dei "factor loading” di dimensione (m. p)lj

3 matrice di dimensionit(m,p) dei fattori comuni, latenti

e standardizzati;




]
"

matrice di dimensiocni (myn) dei fattori
-1 specifici, latenti e centrati j

i

Nell'ipoutesi i incorrelezione tra fattori comuni e specifici:
(2.6) TE® = 0 3

e (i: inmcorvelazione dei fatteri specifici tra loro:

(2.7 e e "= C (i$j3isj=152...m)
1o matrice variance-covarianze del modello ha 1la seguente
t configuraticre:
(2.8) 8 = AS A+ &
¥ T E
cen
S netrice di correlszione dei fattori comunij
T
< matrice cisgorale delle varianze covarianze dei fattori
c
epecifici.

Mella “"factor anelycsig” tradizionale, di tipo esplorativo,
nwulla &’ assunto a riguardo dei valori degli elementi della

matrice cdei coefficienti. E° stata anche proposta una

anzlisi fattoriale di tipoc confermative (Joreskog Lawley

19483 Joreskcg 1970), modello che permette c¢i tenere conto
delle infcrmazioni possedute attraverso l1’assunzione a priori
di ura particolare struttura per ls matrice dei coefficienti,

u delle matrici di varianze-covarianze dei fattori.

e oo

2.2.3. Analisi fattoriale di second’ordine

E° stats proposta anche una analisi fattoriale di ordine

superiore (Joreskog 1970) applicabile ai casi in cui si

suppone che i fattori comuni siano originati & loro volta da
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use comuni e specifiche logicamente precedenti. Nel caso di
odelli di 2° ordine si ha che i fattori comuni del modello
: sono a loru volta generati dai fattori comuni e dai
fattori specifici del 2~ ordine attraverso la  seguente

relazione:

(2.9 T = BF + D
ovE!?
B ¢i dimensioni (pyq) e’ l1a matrice dei coefficienti

fattoriali del second’ordine

f
-1
F = f f e’la matrice di dimensicne (gq,n) dei fattori comuni
-g del second’ordine,varisbili latenti standardizzate
f
-q
r L
d
-1
D = d D e’la matrice di dimensioni (p,n)dei fattori
-1 specifici del second’ordine, variabili latenti
. centrate
d
-pP
L J

Valendo per il modello (2.9) 1’ ipotesi di incorrelazione tra

fattori specifici e comuni:
(2.19) FD* = O
e di incorrelaziore dei fattori specifici tra loro:

(2.11) o d =0 (1#k3ky1=1,2...p)
-1 -k

la matrice di wvarianze-covarianze del modello (2.9) e’
la seguente:

(2.12) S = BS B’ + 65
T = D

conn S matrice di correlaziorne dei fattori comuni del 27
F




rdings

matrice diagonale di variianze-covarianze dei fattori
::ecifici del 2~ ordine.

'11 mnodello fattoriale del 2~ ordine in forma ridotta assume
quindi l1a sequente formulazione:

(2.12? X = A (BF + D1 + E

e assumendo 1’ipotesi di incorrelazione tra fattori specifici

e e faltori comuni e specifici del second’ordine f ed:
i -g !

(2.14? FE* = 0 3 DE” = O 3

la matrice di varianze-covarianze del modello fattoriale di
cecond’ordine assume la seguente formulazione:

(2.13) S = A[BS B>+ 5 1A +8

; X F D E

2.2.4. Modello simpiex

% 1 modelli di analisi 0oi insiemi di risposte ordinate
prendonc  in considerazione insiemi di medesime © simili
misurazioni crdinate, ripetute nel tempo sugli stessi

cggetti, correlate fra loroc .

11 modello assume la seguente configurazione:

(2.16) X =KV
. con:
]
X = x. X matrice di dimensioni (m,n)delle misurazioni
-t oeservate svariabili centratej;il vettore x
x. rappresenta la misurazione osservata al t;;po t .
L |

2é




matrice

dimenzione

ipctesil

differenti

V matrice di
variabili

dimensicni (msm)di incrementi

latenti centrate;il vettore v rappre
-t

senta 1'incrementc al tempo t ed e’ uguale a:

triangolare basss di coefficienti parametrici di

(ﬂ's,c'h) -

¢ ceconds della struttura della matrice K si posscno avanzare

eulls struttura della correlazione fra

misurezioni in tempi differenti.Ad esempio gualora la matrice

. assuma la seguente cenfigurazicne 3

(2.19)

con:

s matrice diagonale di

|\[

si ha il modello

Mell’ipotesi

-
-

oo 2 0 0 0o s o 1

LA 3

denominatoc simplex, in cul si ipotizza una

relazione di tipo autcregressivo tra le misurazioni.

di incorrelazione fTfra incrementi relativi a

diversi momenti nel tempo:
(2.18) v Vv’ = 0 (tfsjtss=1,2....m);
-t —t+s
Ja matrice di varianze covarianze del modello assume 1la

- sequente formulazione:

S =K S K

J Y

varianza-covarianza degli incrementi




E metrice di dimensc
di misurazione , va

asceumende che gli erreri di
larc € con gli incrementi:

(2.81) VE'= 0 ; e e’ =0 (ifj;
“i_j

i ha ls seguents configuraz

e covarianze del mocello (2.20

(e.z2a) g = K €
X Y
com
1= matrice diagonale delle v
E degli incrementi

2.2.5. Modello ACOVS

8i e’ gia’® accennato, all’i
significato del modello ACOVS.
Resta sclo da sggiungere che,

modellc e’ identico al mode

second’ordine.

e

KV * E

ioni (m,n)degli errori
riabili latenti centrate;

misura siano incorrelati tra

i,j=1,2..m) H

jone per la matrice di varianze

)

ariarmze-covarianze

mizio del cepitolo 27 al

dal puntc di vista formale, il

1lo di analisi fatteriale del

e AN




‘p.2.6 Analisi delle componenti della varianza

Mell “approccio di numerosi autori {Wiley Schmidt Bramble 1973)
}1’enalisi della strutlure delle covarianze e’presentata come
metodc per verificare quale sia i‘inciden;a di p variabili,
chiamate fattori, sugli m punteggil conseguiti in un insieme
di teste de n scggetti.

1 fattori che influenzano i risultati dell esperimento scno
suddivisitili in ura componente fissa (dovuta alle
carstterictiche de:l scyggetti su cui e’ effettusto
1'esperimente),in comporenti variabili ({dovute a particolari
ty attamenti effettusti o condiziorni particolari nelle quali
si tsvolgono sottocinsiemi di preove dell’insieme delle prove in
rui €i articolanc i tests),e componenti interazione tra le
componenti fisse e varisbilit(dovute allinteraziore tra piu’
trattament: o condizioni presen:ti cortempcraneamente in un
scttoinsieme i prove del tests!.

formalmente i1 modellc puo’essere rappresentato rel seguente

modo e

(2.23) X = HT +E
ove @
r B

-1

= > X e’la matrice di dimensioni (m,n)dei punteggi
-1 conseguiti nel test, variabili osservate centrate;

. x &’1) punteggio conseguito nell’i-esima prova del

N -3
-m test.




T e’la matrice di dimensioni (p+1,n) delle componenti
fattoriali fissa (w) e variabili t ,variabili latenti
-g

centrate /

£ &°lsa matrice di dimencsioni {m.n}) delle
comporenti interaziorne, variabili latenti centrate

e 0..0 L..i] PP etla matrice di dimensioni (m,p+1)
Cue.otoo.1....0] dei parametri che segnalano la presen
(1) o l’assenza (O) di componenti
..1..C.vueeeeasl freze o variabili nelle prove in cul
1oe.eeo0ulen....t] =i articola 11 test.

e s e s e e s s e easeeres]| =

Mellt ipotesi di 1inccrrelaziome ra ogni componente

interazione, varlabile ,ficssa:

(2.24) e e’ =0 (ifj3isj=1s8....m)3
—i—j
wt = C H
-g -
t t =0 (h#gsh,g=1,2...p) 3
TE*=0 .

la matrice c¢i va ianze covarianze del modello (2.22) e’

(2.2%) S=HS8 H + &
¥ W E
cor.
S ed 5 matrici diagonali di varianze-covarianze di com
1 E

o ponenti fisse, wvariabili, interazione.




. SOTTOMODELLI DEL LISREL

modello Lisrel generale possono essere ricavati

i
{

‘bttomodelli in caso di asseriza di uno o piu’ insiemi di

Wariabili nella formula (1.22). Casi particolari di questi

’;cttomodelli p=2+ determinati wvalori delle matrici di
ametri e di variance-covarianze delle variabili latenti

eponc i modelli indicati nel paragrafi 1.1 e 2.2.

€j consEideranc i sottbmodelli con veriabili latentil wutili

per la trattazicre successiva.

X
a]
51
"
—
-
(o]
"
n

nza errori nelle equazioni corn legame 1i

neare fra le variabili latenti ( M1 )

ipotesi che le wariabili 2z <eiano spiegate perfettamente,

sencso della regressiore multipls dalle varisbili t si ha
-h
ietemna O3 eguszicend strutturali:

£ g = AZ v PT

-1
=(1-/) PT

~J
&}

Sostituerdo i wvalori della matrice 2 nelle equazioni di

misura e ponendo:

€}l ottiere il modello in forma ricectta:

(2.28) J =\ T + H

e, date le ipotesi di incorrelazione tra variabili latenti e
errori nelle wvariabili velide per il modello generale 1la

matrice di variarze covarianze e’:



) e £ matrici di varinze covarianze delle wvariabili
T E
jaternti e degli errori.

2.2.2. Modello ccn legame lineare fra le variabili latenti

e una sola egquazicne di misura ( M2 )

MHell ipctesi che ci1anc state effettuate osservazioni solo
sulle variabili % 11 modello strutturale in forma ridotta e’:

-1 -1
(2.301) = (I-A) FT + (I-A) G

L’unica eguazione d: misura, dopc la sostituziorne dei valori
vicavati dalla (2.30), assume guingci la seguente

fornulazione:

-,]
(.21 Y=L (I-A) {PT + GBI + E
X

cor. matrice ©i var ianze—-cocvariance
-1 -1

(2.32) 5 =+ [I-A3 [P S P + S J¢(I-A”)Y L > + 8
X X T G X E

£2.3.2. Modellc senza variabili latenti dipendenti nel

sistema di equazioni strutturali ¢ M3 )
Nell’ipotesi: che le variabili latenti z siano perfettamente
-W
spisgate,nel sensu della regressione multipla dagli errori

nelle eqguacioni g 11 modello strutturale in forma ridotta
-WwW

m

-1
(2.33) 2= (1-A) ©

Sostituendo i valori ricavati da (2.33) nell’equazione di

micura si ottiene :
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-1
X =L (I-A} G + E
X
rza cell’ipotesi di inccrrelazione tra errori nelle

i & nelle wvariebili la matrice di varianze cova

Mudelloc sernza path amnalysis ¢ My )

cermze f31 lecame lineare trée variabili latenti ed grrori

relles equsriconrt zi henno solo i modelll di misura:s
tE.328) Yy = L 2 + E

¥
(2.27 =L T 4+ D

latenti ed errvori di

s

varistil

matvici ci wvarianie covarianze
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pus’ orsa mettere in luce esplicitamente che i modelli
geerlatl nel capitoli 1™ e 27 sono tutti casi particolari
zcttomcdel )l (2.3.11,12.3.2),(2.3.3),(2.3.4) e del

¢ generale. DPato i1 mcdei]o Lisrel generale in forms

¢
-
(]
..

S—— )

~

-

o ey
—
-

1 1 T £
N A Fos L (I-/0) <
" -+
'.G LD ;
J

“HSL I ricavsre i scitomodellil del Lisrel e i medelli ad

1

e o e et
<
¢

| -

coilegeti nel seguenrtsz modo:




Ssottomocdello] 2.3.1 .3.2 2.3.3 2.3.4
(G=0) (v=0D) (T=0)

§i.Mmisura A=0 L =1
i ! S diagona= X m
E le L =1
Y r
mod.sem=
plice di
misura
2.Path analysis S S
E D
diagonali
3.An.Tattoriale A=0 S matrice
S matrice T
G di correls
di correls |zione
2ione
4.Misure cogere A=0 L diago=
riche L diagona X
X a blocchig
le a blec S diagone
chi ;S E
E le

diagoneale

S.0ussi simplex A=0
L autcre
X
gressivs
bassa;5
G
S diagona

1i
6.An.fattoriale A=0
2”ordine
F.An.varianza A=0
con valori
0,1
S S diago=

T E nali




